
พีชคณิต 

 

  = 
2

2 2

(a x) 2ax(a x) (x a)(x a)

2(a x)(a x) (a x)(a x) 2(x a)

   
 

    
 

  = 
(a x) 2ax (x a)

2(a x) (a x)(a x) 2(x a)

 
 

   
 

  = 
(a x) 2ax (a x)

2(a x) (a x)(a x) 2(a x)

 
 

   
 

  = 
2 2(a x) 4ax (a x)

2(a x)(a x)

   

 
  

  = 
2 2 2 2a 2ax x 4ax a 2ax x

2(a x)(a x)

     

 
 = 

2 22a 4ax 2x

2(a x)(a x)

 

 
 

  = 
2(a x)

(a x)(a x)



 
 = 

120 ( 40)

120 ( 40)

 

 
  = 

160

80
   = 2 

 

 

   
(5x 3)(x 4) (2x 1)(x 13)

(2x 1)(x 4)

    

 
  = 2 

   (5x – 3)(x + 4) – (2x + 1)(x – 13)  = 2(2x + 1)(x + 4) 
  (5x2 + 20x – 3x – 12) – (2x2 – 26x + x – 13) = 2(2x2 + 8x + x + 4) 
   5x2 + 17x – 12 – 2x2 + 25x + 13  = 4x2 + 18x + 8 
     - x2 + 24x -7   = 0 
       x2 + 23x + 7  = 0 
     
 
 
 
 
 
 
 



 
  จากอนุกรม 128 – 64 + 32 – 16 เป็นอนุกรมเรขาคณิต 

  มีอัตราส่วนร่วม เท่ากับ 
64 32 16

128 64 32

 
 


 = 
1

2
  

  หาผลบวกพจน์ที่ 1: จาก Sn = 
n

1a (1 r )

1 r




 = 

101
128(1 ( ) )

2
3

2

 
 

        = 

1
128(1 )

1024
3

2


 

        = 

1023
128 ( )

1024
3

2



 = 
341

4
 

  หาพจน์ที่ 1: จาก 
341

4
  = 

10

1
128 a ( )

2
1

1
2

 



 

     
341

4
  = 10256 a

3


 

    
3 341

256
4


   = a10 

     a10  = 
1

4
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
   หารากที่สองของ 4x4 + 8x3 + 8x2 + 4x + 1 โดยวิธีการตั้งหาร 

1. ถอดรากก าลังที่สองของเทอมแรก เขียนผลลัพธ์ คือ 2x2 
2. ยกก าลังสองของผลลัพธ์ น าไปลบออกจากตัวตั้ง แล้วชักตัวตั้งที่เหลือออกมา 
3. เอา 2 คูณผลลัพธ์ เขียนลงเป็นตัวหาร 
4. เอาตัวหารหารตัวตั้ง ได้เท่าไรเขียนลงที่ผลลัพธ์และที่ตัวหาร 
5. เอาผลลัพธ์ที่หาได้ในข้อ 4 คูณตัวหารทั้งหมด น าไปลบออกจากตัวตั้ง แล้วชักตัวตั้งที่เหลือลงมา 
6. ด าเนินการตามข้อ 3, 4, 5 ตามล าดับจนตัวตั้งหมด 
 

4 3 2
2

2

3 2
2

3 2

2
2

2

4x 8x 8x 4x 1
(2x 2x 1

4x

8x 8x 4x 1
4x 2x

8x 4x

4x 4x 1
4x 4x 1

4x 4x 1

   
 

  




 
 

 

  

 จากการตั้งหาร จะได้รากที่สองเป็น 2x2 + 2x + 1 
   หารากที่สองโดยการตั้งหาร 
  นับจากขวาไปซ้าย  

 
   จากการตั้งหาร จะได้รากที่สองเป็น 221 
 
 
 
 
 
 
 
 

88,41 
84 

4,88,41 
4 

2 
2  2 1 

42 

4,41 
4,41 

441 



 
   จาก   a2 + b2  = 7ab 
   ยกก าลังสองทั้งสองข้าง จะได้ 
    a4 + 2a2b2 + b4 = 49a2b2 

     a4 + b4  = 47a2b2   Q.E.D 
 

 

   จากสมการ 
x 1 x 1

x 1 x 1

  

  
  = 

4x 1

2


 

   คูณด้วยพจน์ที่จะท าให้เป็นผลต่างก าลังสอง จะได้ 

    
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 x 1 x 1

     


     
 = 

4x 1

2


 

      
 

2

x 1 x 1

(x 1) (x 1)

  

  
 = 

4x 1

2


 

    
x 1 2 (x 1)(x 1) x 1

2

     
 = 

4x 1

2


 

2x 2 (x 1)(x 1)    = 4x - 1 

      2 (x 1)(x 1)   = 2x – 1 
      4(x2 – 1)  = 4x2 – 4x + 1 
      4x2 – 4  = 4x2 – 4x + 1 
       4x  = 5 

       x  = 
5

4
 

 

 
 การทีค่่าของรากเท่ากันนี้ แสดงว่าพหุนามนี้จะต้องอยู่ในรูปก าลังสองสมบูรณ์แน่ 
   จะได้ว่า  (1 + 3m)2 = 7(3 + 2m) 
     1 + 6m + 9m2 = 21 + 14m 
    9m2 – 8m – 20 = 0 
    (9m + 10)(m - 2) = 0 

      m = 2, 
10

9
  



 
 ข้อนี้ ท านองเดียวกันกับ ข้อ 5 ปี 2494 
  รากเท่ากัน แสดงว่า ต้องเป็นก าลังสองสมบูรณ์ 
  จัดพจน์ในรูปก าลังสองสมบูรณ์ จะได้ 
    (2x)2  2(2)(3)x + (3)2 = 0 
      ดังนั้น m เท่ากับ 12 
 

 

  จาก  
2 2

2 2

b bx x

a ay y

 

 
  = 

2 2

2 2

b bx x

a ay y

 

 
 

    
2 2

2 2

b bx x

b bx x

 

 
  = 

2 2

2 2

a ay y

a ay y

 

 
 

    
2 2

2 2

(b x ) bx

(b x ) bx

 

 
  = 

2 2

2 2

(a y ) ay

(a y ) ay

 

 
 

  จากกฏของสัดส่วน Compo et Dividendo 

   ถ้า  
a x

b y
  แล้ว 

a b x y

a b x y

 


 
 

    
2 2b x

bx


  = 

2 2a y

ay


   

    ay(b2 + x2)  = bx(a2 + y2) 
    ab2y + ayx2

  = ba2x + bxy2 
    ab2y – ba2x  = bxy2 – ayx2 
    ab(by – ax)  = xy(by – ax) 
     ab  = xy 

      
x

a
  = 

b

y
    Q.E.D 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
   จากข้อมูล ให้ค่าพิมพ์ = P   จ านวนเล่ม = b 
   จะได้ว่า   P  b 
      P = kb  โดยที่ k เป็นค่าคงตัว 
   หาค่าของ k ;  64 = 80k 

       k = 
64

80
 = 

4

5
 

   
 

 
   จาก an = Sn – Sn - 1 

เราพบว่าเป็นล าดับเรขาคณิต มีผลต่างร่วม = 
0.015 0.0005 1

...
0.45 0.015 30

    

   จาก  Tn  = a1r
n-1  

    Tn = 
45

100


n 1
1

30



 
 
 

 

     = 
45

100


n
1

30

1

30

 
 
 

 
 
 

 = 
45

100


n
1

30
30

 
  
 

 

     = 
135

10


n
1

30

 
 
 

 

 
  ก าหนดสมการ   (x + y)2 – z2  = 65  …..(1) 
      x2 – (y + z)2  = 13  …..(2) 
      x + y – z  = 5  …..(3) 
  จากสมการที่ (1) ; (x + y – z)(x + y + z) = 65 
  แทน (3) ใน (1) ;    5(x + y + z) = 65 
          x + y + z  = 13  .….(4) 
  จากสมการที่ (2) ; (x – y – z)(x + y + z) = 13  .….(5) 
  แทน (4) ใน (5) ;    13(x – y – z) = 13  .….(6) 



           x – y – z  = 1  …..(7) 
  (4) + (7)   ;    x = 7  
  แทนค่าของ x ใน (3) ;       7 + y – z  = 5 
          y – z = - 2  …..(8) 
  แทนค่าของ x ใน (4) ;       7 + y + z = 13 
          y + z = 6  …..(9) 
  (8) + (9)   ;    2y = 4 
         y = 2 
  แทนค่าของ x และ y ใน (3) จะได้ 7 + 2 – z = 5 
           z  = 7 + 2 - 5  
           z = 4 
  ดังนั้น ค าตอบของระบบสมการ คือ (7, 2, 4) 
 
 

 

  จาก 
a c e

b d f
   จะได้ว่า 

de
a b

cf
  , 

bcf
a e

d
  , 

ed
a f

bc
   

     และ 
c

b f
ade

   

จาก 
4 2 2 2 4

6 2 2 5

2a b 3a e 5e f

2b 3b f 5f

 

 
 = 

4 2 2 2 4

6 2 2 5

2a a 3a a 5a a

2b 3b b 5b

 

 
 

     = 
6 4 5

6 4 5

2a 3a 5a

2b 3b 5b

 

 
 

     = 
4 2

4 4

a (2a 3 5a)

b (2b 3 5b)

 

 
 

เนื่องจาก a = b จากที่ได้ จะได้ว่า = 
4 2

4 4

a (2a 3 5a)

b (2a 3 5a)

 

 
 = 

4

4

a

b
  Q.E.D 

 

 
  ให้ระยะทางระหว่างบ้านไปยังโรงเรียน เท่ากับ S กิโลเมตร 
  ให้ใช้เวลาเดินทางระหว่างบ้านกับโรงเรียนที่ทันเวลาพอดี เท่ากับ t ชั่วโมง 
  ให้ความเร็วในการเดินทาง เท่ากับ v กิโลเมตรต่อชั่วโมง 
  จาก  ระยะทาง = ความเร็ว  เวลา  จะได้ S = vt 



  กรณีเดินทางด้วยความเร็ว 1: กิโลเมตรต่อชั่วโมง จะได้ว่า 

     S = 10
1

t
60

 
 

 
  …..(1) 

  กรณีเดินทางด้วยความเร็ว 12 กิโลเมตรต่อชั่วโมง จะได้ว่า 

     S = 12
1

t
120

 
 

 
  …..(2) 

  (1) = (2);  10
1

t
60

 
 

 
 = = 12

1
t

120

 
 

 
 

     10t + 
1

6
 = 12t - 

1

10
 

      2t = 
1 1

6 10
  

      2t = 
16

60
 

       t = 
8

60
  = 8 นาท ี

  หาระยะทาง โดยแทน t ในสมการที่ (1)  

    S  = 10
8 1

60 60

 
 

 
 = 10

9

60

 
 
 

 = 
3

2
 = 1.5 กิโลเมตร 

  หาอัตราเร็ว ถ้าไปโรงเรียนทันเวลาพอดี จะได้ 1.5 = v
8

60
  

v = 
60 1.5 90

8 8


  = 11.25 กิโลเมตรต่อชั่วโมง 

 
 

 

 

 

 

 

   จากสมการ       
1 1

x y
  = 11   .....(1) 

       
1

xy
 = - 28   …..(2) 

   จาก (1)      
x y

xy


 = 11   .....(3) 



   จาก (2) แทนใน (1)      
x y

1

28





 = 11   .....(4) 

          x - y = 
11

28
   …..(5) 

   จัดเทอมของ y    y = x 
11

28
   …..(6) 

   แทน (6) ใน (2)  
1

11
x(x )

28


 = - 28   …..(7) 

       1 = - 28x(x 
11

28
 )  

       1 = - 28x2 + 11x 
     28x2 - 11x + 1  = 0 
     (7x – 1)(4x – 1) = 0 

       x = 
1 1
,

4 7
 

   แทนค่า x ใน (1) กรณีที่ x = 
1

4
;  4 - 

1

y
 = 11; y = 

1

7
  

      กรณีที่ x = 
1

7
;  

1
7

y
  = 11;  y = 

1

4
  

   ดังนั้นค าตอบของระบบสมการคือ (
1

4
,

1

7
 ) และ (

1

7
,

1

4
 ) 

 
 

 
  แยกตัวประกอบของพหุนาม 3y2 – 5x + 3x2 = (3y  x)(y  x) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
  ท าสมการที่ก าหนดให้ให้อยู่ในรูปพหุนามโมนิก จะได้ว่า 

    2 b c
x x

a a
    = 0 

  สมมติให้รากของสมการพหุนามดังกล่าว เท่ากับ  และ  

  และก าหนดให้ 
3

2




 จะได้ว่า 3 = 2 ;  = 

2

3


 

   จะได้ความสัมพันธ์ว่า    3 + 2 = -
b

a
 จะได้   a = -

b

3 2  
 

   และจะได้ b = -a(3 + 2) 

       6 = 
c

a
 จะได้   c = a(6) 

   หาค่าของ 25ac = 25
b

3 2

 
 

   
a(6) 

      = 25
b

3 2

 
 

   


b

3 2

 
 

   
(6) 

      = 25
b

2
3 2

3

 
  

 


b

2
3 2

3

 
  

 

(6) 

      = 25
b

2 2  


b

2 2  
(6

2

3


) 

      = 25
2

2

b

16
42 

      = 225
b

4
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
  สมมติให้ค าตอบของสมการ มี 3 ค าตอบ คือ ,  และ  ซึ่งแต่ละค าตอบไม่เท่ากัน 
   จะได้สมการเป็น   a2 + b + c  = 0  …..(1) 
        a2 + b + c = 0  …..(2) 
       a2 + b + c = 0  …..(3) 
   น า (1) – (2);  a2 + b + c - a2 - b - c = 0 
      a(2 - 2) + b( - ) = 0 
          a( + )( - ) + b( - )  = 0 
   เนื่องจาก  -   : ดังนั้น 
         a( + ) + b = 0  …..(4) 
   น า (2) – (3); a2 + b + c - a2 - b - c = 0 
   ท านองเดียวกัน จะได้ว่า    a( + ) + b = 0  …..(5) 
   น า (4) – (5);    a( + ) - a( + ) = 0 
        +  -  -  = 0 
           -  = 0 
          =  
   ซึ่ง  =  ขัดแย้งกับที่ก าหนดไว้ข้างต้น 
   ดังนั้น ค าตอบของสมการก าลังสองจึงมีจ านวนค าตอบสูงสุด 2 ค าตอบเท่านั้น 
 

 
  ให้รากของสมการก าลังสองเป็น  ดังนั้นอีกรากหนึ่งจะเป็น 3 
   เราจะได้ความสัมพันธ์ว่า   - ( + 3) = p 
   และ    32 = q 
   จาก p จะได้ว่า   3p2 = 3(- 4)2 
        = 3(162) 
        = 16(32) 
        = 16q    Q.E.D. 
 
 
 

 



   
      3 36 5x 6 5 6x 11     = 1 

   3 330x 36 30x 55     = 1 
   ให้ 30x + 36 = A 

    3 3A A 91    = 1 
     
  
 

ตรีโกณมิติ 
 

15/4 tan (A + B)  = 
tan A tanB

1 tan A tanB




 

เนื่องจาก tan (A + B) = 
sin(A B)

cos(A B)




 

    = 
sin A cos B cos A sinB

cos A cos B sin A sinB




 

    = 

sin A cos B cos A sinB

cos A cos B cos A cos B
cos A cos B sin A sinB

cos A cos B cos A cos B





 เมื่อ cos A , cos B  0 

    = 
tan A tanB

1 tan A tanB




 

 ดังนั้น จึงได้ว่า  

tan (A + B) = 
tan A tanB

1 tan A tanB




 

 
 

 

 พิจารณา 
2 2

1 1

1 tan A 1 cot A


 
 = 

2 2

2 2

1 1

sin A cos A
1 1

cos A sin A


   

    
   

 



       = 2 2 2 2

2 2
cos A sin A sin A cos A

cos A sin A

1 1
 

  

       = 
2 2

2 2 2 2

cos A sin A

sin A cos A sin A cos A


 
 

       = 
2 2

2 2

cos A sin A

sin A cos A




 = 1  Q.E.D 

 
 
 

 

100 m

40
B

A

C

 

   หา BA จาก  tan 40  = 
BA

100
 

     0.8391100 = BA 
      BA = 83.91 เมตร 
 

 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

 
 วิธีท า พิจารณานิพจน์ทางขวามือ  

2

1 2 sin x cos x

1 2 cos x




 = 

2 2

2

sin x cos x 2 sin x cos x

(2 cos x 1)

 

 
 

   = 
2(sin x cos x)

(2 cos 2x)




 

   = 
2

2 2

(sin x cos x)

(cos x sin x)



 
 

   = 
2

2 2

(sin x cos x)

sin x cos x




 

   = 
(sin x cos x)(sin x cos x)

(sin x cos x)(sin x cos x)

 

 
 

   = 
(sin x cos x)

(sin x cos x)




 = นิพจน์ทางขวามือ ### 

 
 
 

 

  จาก  
sin A cos A

tan
sin A cos A


 


 สร้างรูปสามเหลี่ยมเพ่ือการพิสูจน์ จากรูปหาด้านตรงข้ามมุมฉาก จะได้ 

ด้านตรงข้ามมุมฉาก  

= 2 2(sin A cos A) (sin A cos A)    

= 2 2 2 2sin A 2 cos A sin A cos A sin A 2 cos A sin A cos A      

= 2 22(sin A cos A)  

= 2  
 
 

   พิจารณา 
sin A cos A

sin
2


   ดังนั้น 2 sin sin A cos A    ### 

 
 
 

 

sin A – cosA 

sin A+ cosA 



 
 
 

 
 ด้าน a หาได้จาก 

   tan 30 = 
a

20 3
 

     
1

3
  = 

a

20 3
 

       a  = 20 หน่วย 
 ด้าน c หาได้จาก 

   sin 60 = 
20 3

c
 

     
3

2
  = 

20 3

c
 

             c    = 40 หนว่ย 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20 3

60

30
C A

B



 
 
 

 

 25.1 จงหาค่าที่เป็นจ านวน ของ 3tan2 45 - sin2 60 - 
1

2
cot2 30 + 

1

8
sec2 45 

  =    
2 2

22 3 1 1 2
3 1 3

2 2 8 2

   
         

 

  = 
3 3 1

3
4 2 4

    = 
3 6 1

3
4 4 4

    = 
8

3 1
4

   

 25.2 จงหาค่า x จากสมการ cosec (90 - A) – x cos A cot (90 - A) = sin (90 – A) 
  เปลี่ยนเป็น Co-Function 
   Sec A – x cos A tan A = cos A 
    Sec A – x sin A = cos A 
    Sec A – cos A = x sin A 

    
1

cos A
cos A

   = x sin A 

    
21 cos A

cos A


  = x sin A 

       
2sin A

cos A
  = x sin A 

       
2sin A

cos A
  = x sin A 

          tan A  = x 
   ดังนั้นค่าของ x จากสมการคือ tan A    ต อ บ.... 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 

 
 เพ่ือความสะดวกในการหาค่า จะวาดรูป 
  จะได้อัตราส่วนดังนี้ 

  

24 7 24
sin A , cos A , tan A

25 25 7

25 25 7
csc A , sec A , cot

24 7 24

  

  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7

25 24

A B

C



 
23.1 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ จะได้ว่า 
  = Sin  cos  cos  cosec  + sin  sec  

  = sin  cos  
cos sin

sin cos

 


 
 

  = sin  cos  
2 2sin cos

sin cos

  

 
 

  = sin2  + cos2  
  = 1    = นิพจน์ทางขวามือ  Q.E.D. 
23.2 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ จะได้ว่า 

  = 
2

3

cot cot cos

sec csc sin

  
 

  
 

  = 
3 2

2

cot cos

sin

 


 

  = cot5   = นิพจน์ทางขวามือ  Q.E.D. 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
21. ในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก เมื่อก าหนดมุมฉากที่มุม C จงหาความยาวด้าน c และ b เมื่อก าหนดให้ a + c = 281 และ 
cos B = .405 
 
 ระบุรายละเอียดจากที่โจทย์ก าหนดให้ 
 หาความยาวด้าน หาความยาวของด้าน c โดยเทียบสัดส่วน 

  cos B = 0.405 = 
a

c
 

  หาด้าน c จะได้ c = 281 – a 

      0.405 = 
a

281 a
 

   113.805 – 0.405a = a 
    113.805 = 1.405a 
     a = 81 
     c  = 281 – 81 = 200 
    หา b จาก  (200)2  = (81)2 + b2 
     (200 + 81)(200 – 81) = b2 
      281119  = b2 

          b   = 182.86 
 
 
 

 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 

  = 
2 2

2 2

sin A cos A

sin B cos B
  

  = 

2 2

2 2

a b

c c

b a

c c

   
   
   
   
   
   

 = 

2 2

2 2

2 2

2 2

a b

c c
b a

c c

  

  = 
2 2

2 2

a b

b a
   = 

4 4

2 2

a b

a b


 = นิพจนทางขวา  Q. E. D 

 
 
 
 
 
 

b

c
a

B

CA

b

c
a

B

CA



 
    2cos cot  + 1  = cot  + 2cos  
    2cos cot  - cot  = 2cos  - 1 
    cot (2cos  - 1)  = 2cos  - 1 ; 2cos  - 1  0 
     cot    = 1 
        = 45, 405 

หรือ  อาจจะ เท่ากับ 360n + 45 

 
 แปลโจทย์ : น้องตงเดินลงมาจากเขาที่มีความเอียง ท ามุม  กับแนวระดับ. น้องตงส ารวจวัตถุบนพื้นราบที่มีมุมก้ม
เท่ากับ  ครึ่งทางของการลงเขาท ามุมก้มเป็น  จงพิสูจน์ว่า cot  = 2 cot  - cot  
 
 
 
 

 
 แปลโจทย์ : ประภาคาร A และ B อยูท่ศิเหนือ และตะวนัตกเฉียงเหนือจากสถานี ถา้ระยะทางของ A เหลือครึง่หน่ึง แลว้ ประภาคาร A น้ี

จะอยูท่างตะวนัตกของ B จงเปรียบเทียบระยะทางของประภาคาร A และ B จากสถานี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 จะได้  = sin 270cos A + cos 270sin A 
   = - 1 (cos A) + 0 
   = - 1 (cos A) 
  นึกอะไรไม่ออกบอกสามเหลี่ยมมุมฉาก 
   หา AC จาก 1 – 0.36 = 0.64 (AC)2 
      AC = 0.8 
   = - 1(0.8) = -0.8 
 

 

 51.1 2 2 2 23
cot 2 cos sec 4 sin

6 3 4 4 6

   
    = cot2 30 - 2cos2 60 - 

3

4
sec2 45 - 4sin230 

        =  
22 2

2 1 3 2 1
3 2 4

2 4 22

    
      

    
 

        = 3 - 
1

2
 - 

3

2
 - 1 

        = 3 – 2 – 1 
        = 0 
 51.2 2sec2 180 sin 0 - cos 360 + cosec 270 
    = 2(- 1)2 0 – 1 + (- 1) 
    = - 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
0.6

A C

B



 
 พิจารณาค่าในจตุภาคที่ 2 ซึ่งค่า cos เป็นลบ 

สมมติว่าไม่รู้ค่า cos A = 
3

2
   

 จะได้ค่า  cos A  = 
3

2
  

 ทราบความยาวด้าน 2 ด้าน ใช้ ทบ ปีทากอรัส 
 จะได้ความยาวด้าน BC เท่ากับ 1 

 ดังนั้น จะได้ค่า tan A = 
1

3
  

 พิจารณาค่าในจตุภาคที่ 3 ซึ่งค่า cos เป็นลบเช่นกัน 
 
 คิดเหมือนด้านบน 

สมมติว่าไม่รู้ค่า cos A = 
3

2
   

 จะได้ค่า  cos A  = 
3

2
  

 ทราบความยาวด้าน 2 ด้าน ใช้ ทบ ปีทากอรัส 
 จะได้ความยาวด้าน BC เท่ากับ – 1 (พิจารณาตามระบบพิกัดฉาก 

 ดังนั้น จะได้ค่า tan A = 
1

3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-1
2

- 3A C

B



 
  89.1 ตอนแรกพิสูจน์ก่อน พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ จะได้ว่า 

= 
log b log c log a

log a log b log c
    = 1 

  ต่อมา โจทย์อยากจะให้เราหาค่า  (เนื่องจากเป็น log ฐาน 1: ขอไม่เขียนฐานละกัน) 
  89.2 log 2.4  = log 24  10-1 =  log 24 + log 10-1 

     = - 1 + log (8  3) 
     = - 1 + log 8 + log 3 
     = - 1 + 0.90309 + 0.47712 
     = 0.38021 
  89.3 log 5400 = log 54  102 
     = log 18  3 + log 102 
     = 2 + log 33  2 
     = 2 + 3log 3 + log 2 
   พิจารณาค่า  log 8  = 0.90309 
     3log 2 = 0.90309 
     log 2 = 0.30103 
   แทนค่าต่อ = 2 + 3(0.47712) + 0.30103 
     = 3.73239 

  89.4 L tan 30 = L
1

3
 

 
   (ไม่รู้ว่า L หน้านั้นหมายความว่าอย่างไร;) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
  พิจารณาแล้ว มุม A ตกในจตุภาคที่ 4 
  ค่า sin และ tan เป็นลบ แต่ cos เป็นบวก 
  วาดรูปประกอบ จาก ทบ ปีทากอรัส จะได้ CA = 24 
   
  97.1 หาค่า sin 2A = 2sin A cos A 

     = 
7 24

2
25 25

   
     
   

 

     = 
336

625
  

  97.2 หาค่า tan 
A

2
 = 

1 cos A

1 cos A





 แต่ tan อยู่ใน Q4 เลือกค่าเป็นลบ 

     = 

24
1

25
24

1
25







  = 

1

25
49

25

  = 
1

7
  

 

 
 85.1 พิจารณานิพจน์ทางด้านซ้าย จะได้ว่า 
  = sin A [sin B cos C – cos B sin C] + sin B [sin C cos A – cos C sin A]  

+ sin C [sin A cos B – cos A sin B] 
  = sinAsinBcosC – sinAcosBsinC + cosAsinBsinC – sinAsinBcosC + sinAcosBsinC – cosAsinBsinC 
  = 0 
 85.2 พิจารณานิพจ์ทางด้านขวา  

  
sin sin2

1 cos cos 2

  

   
 = 

2

sin 2 sin cos

1 cos 2 cos 1

   

    
 

     = 
sin (1 2 cos )

cos (1 2 cos )

  

  
 

     = 
sin

cos




  = tan  = นิพจน์ทางซ้ายมือ Q.E.D 

 
 
 

24

25
-7

A
C

B



 

 

  จาก  b tan  = a 

     tan  = 
a

b
 

  จะได้  sin  = 
2 2

a

a b
 

   cos  = 
2 2

b

a b
 

  
a sin b cos

a sin b cos

  

  
 = 

2 2 2 2

2 2 2 2

a b
a b

a b a b
a b

a b
a b a b

  
 

  
 

  

     = 

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

a a b b a b

a b

a a b b a b

a b

  



  



 

     = 
 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

a b a b

a b a b

 

 
  = 

2 2

2 2

a b

a b




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B

b

a



A C



 
cos 6 cos 66 cos 42 cos 78  

= 
1

4
(2cos 78cos 42)(2cos 66cos 6) 

   = 
1

4
(cos 120 + cos 36)(cos 72 + cos 60) 

   = 
1

4
(

1

2
  + cos 36)(cos 72 + 

1

2
) 

   = 
1

4
(

1

2
 cos 72 

1

4
 + cos 36cos 72 +

1

2
cos 36) 

   = 
1 1 1 1
cos 72 cos 36 cos 72 cos 36

8 16 4 8
     

   = 
1 1 1 1
cos 2(36) cos 36 cos 2(36) cos 36

8 16 4 8
     

   =    2 21 1 1 1
2 cos 36 1 cos 36 2 cos 36 1 cos 36

8 16 4 8
       

   =  2 31 1 1 1 1
cos 36 2 cos 36 cos 36 cos 36

4 8 16 4 8
       

   = 3 21 1 1 1
cos 36 cos 36 cos 36

4 4 8 16
    

   =  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

= 
2 2sin cos

1
1 cot 1 tan

 
 

   
 

= 
2 2sin cos

1
cos sin

1 1
sin cos

 
 

 
 

 

 

= 
2 2sin cos

1
sin cos cos sin

sin cos

 
 

     

 

 

= 
sin cos

1
sin cos cos sin

 
 

     
 

= 
sin cos sin cos

sin cos sin cos sin cos

    
 

        
 

= 
sin cos sin cos

sin cos

      

  
  = 0 

 
 

 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 
 (1 + sin 2A + cos 2A)2 = (1 + sin 2A + 2cos2 A - 1)2 
     = (sin 2A + 2cos2 A)2 
     = sin2 2A + 4sin 2A cos2 A + 4cos4 A 
     = 4sin2 A cos2 A + 4sin 2A cos2 A + 4cos4 A 
     = 4cos2 A(sin2A + sin 2A + cos2A) 
     = 4cos2 A(1 + sin 2A) = นิพจน์ทางขวามือ Q.E.D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 

  = tan tan
2 2

     
 

  = 
sin sin

2 2

cos cos
2 2

     


     

  = 
sin sin2 2 2

2 cos cos
2 2

     
 

         
 

  = 
cos cos

(cos cos )

  

   
   = 

cos cos

cos cos

  

   
 

  = 
cos cos cos

cos cos cos

   

    
  = 

cos (cos 1)

cos (cos 1)

  

   
 

  = 
(cos 1)

(cos 1)

 


 
 

 
 

 
 ค่าของ sin  ที่เป็นลบ อยู่ใน Q3 และ Q4 

 Q3; จะได้ tan  = 
2 2 2 5

55 5


 


 

  

 Q4;  จะได้ tan  = 
2 2 5

55


   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


-2

3

- 5A C

B



5

3
-2

A
C

B



 
 พิจารณานิพจน์ทางด้านซ้าย 

  tan
2

  
 = tan

2 2

  
 

 
 

    = 
tan tan

2 2

1 tan tan
2 2

 


 


  = 
4 tan tan

2 2

1 4 tan tan
2 2

 


 


 

    = 
 

2

tan 4 1
2

1 4 tan
2







  = 
2

1 cos
3

1 cos

1 cos
1 4

1 cos

  
    

  
     

 

    = 

1 cos
3

1 cos

1 cos
1 4

1 cos

  
    

  
  

  

  = 

1 cos
3

1 cos

1 cos 4 4 cos

1 cos

  
    

    

 

 

    = 

 
1 cos

3 1 cos
1 cos

5 3 cos

  
     

 
 

    = 
    3 1 cos 1 cos

5 3 cos

   

 
 

    = 
 23 sin

5 3 cos



 
  = 

3 sin

5 3 cos



 
 = นิพจน์ทางขวามือ  Q.E.D 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 
= sin 36cos A +cos 36sinA – (sin 36cos A - cos 36sinA)  

+ (sin 72cos A - cos 72sinA) - (sin 72cos A + cos 72sinA) 
= sin 36cos A +cos 36sinA – sin 36cos A + cos 36sinA 

+ sin 72cos A - cos 72sinA - sin 72cos A - cos 72sinA 
= 2cos 36sin A – 2cos 72 sin A 
= 2sin A(cos 36 - cos 72) 
= 2sin A(cos 36 - cos 2(36)) 
= 2sin A(cos 36 - 2cos2 36 + 1) 
= 2sin A( 
 
 

 
   cos x – sin  cot  sin x  = cos  

   cos x – sin  
cos

sin




 sin x = cos  

   cos x – cos    = sin  sin x 
cos

sin




 

   
x x

2 sin sin
2 2

   
   = sin  sin x 

cos

sin




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 จากที่ก าหนดให้ 
 
sin A n

sin 2A B m



  

  จะได้ 
 
sin A

n m
sin 2A B

 


 และ 
 sin 2A B

m n
sin A


   

  จากนิพจน์ทางขวามือ  

 
m n

cot A
m n




 =  

 
 

 
 

sin 2A B sin A
n m

sin A sin 2A B
cot A

sin 2A B sin A
n m

sin A sin 2A B


  




  



 

   = 

 
 

 
 

2 2

2 2

n sin 2A B m sin A

sin A sin 2A B
cot A

n sin 2A B m sin A

sin A sin 2A B

 



 



 = 
 
 

2 2

2 2

n sin 2A B msin A
cot A

n sin 2A B msin A

 

 
 

   = 
 

 

2 2

2 2

n 1 cos 2A B m 1 cos A
cot A

n 1 cos 2A B m 1 cos A

         

         

 

   = 
 

 

2 2

2 2

n 1 cos 2A B m 1 cos A
cot A

n 1 cos 2A B m 1 cos A

         

         

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 พิจารณาค่า  
B

cos
2
 = 

1 cos B

2


  (ใช้ค่าบวกเนื่องจากเป็นสามเหลี่ยมใด ๆ ความยาวด้านเป็นบวก)  

 ท านองเดียวกัน 
C

cos
2
 = 

1 cos C

2


  

   c(a + b)
B

cos
2
  = b(a + c)

C
cos

2
 

   (ac + ab)
B

cos
2
 = (ab + bc) 

C
cos

2
  

   (ac + ab)
1 cos B

2


 = (ab + bc)

1 cos C

2


 

   (ac + ab)

2 2 2c a b
1

2ac
2

 


 = (ab + bc)

2 2 2b a c
1

2ab
2

 


 

 
 

1) cosA = 
bc

acb
2

222 
 

2) cosB = 
ac
bac

2

222 
 

3) cosC = 
ab

cac
2

222 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c

ab

A B

C



 
 พิจารณานิพจน์ทางด้านซ้าย จะได้ว่า 

  = 
tan60 tan A tan 120 tan A

tan A
1 tan60 tan A 1 tan 120 tan A

    
   
    

 

  = 
3 tan A 3 tan A

tan A
1 3 tan A 1 3 tan A

     
   
       

 

  = 
tan A 3 tan A 3

tan A
1 3 tan A 1 3 tan A

    
   
       

 = 
2

2

tan A 3
tan A

1 3 tan A

 
 
 

 

  = 
3

2

tan A 3 tan A

1 3 tan A




  = 

3

2

(3 tan A tan A)

1 3 tan A





  

  จากเอกลักษณ์ตรีโกณมิติที่ว่า  tan 3A = 
3

2

3 tan A tan A

1 3 tan A




  

= - tan 3A   = นิพจน์ทางขวามือ   Q.E.D 
 

 
  พิจารณานิพจน์ cos 2 + sin2   

   = 
2

2

1 tan

1 tan

 

 
 + sin  

   = 
 
 

2

2

1 2 tan 1

1 2 tan 1

  

  
 + sin  

   = 
2

2

1 2 tan 1

1 2 tan 1

  

  
 + sin  

   = 
2

2

2 tan

2 2 tan

 

 
 + sin  = 

 

2

2

2 tan

2 1 tan

 

 
 + sin  

   = 
2

2

2 tan

2 sec

 


 + sin   =

2

2

2

sin
2

cos
1

2
cos








 + sin  

   = - sin  + sin    = 0   Q.E.D 
 
 
 
 
 



 
 

 
  พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ จะได้ 

   = cot 3 cot
2 2

  
   

 
    

= 
cot cot 1

2cot 3
2 cot cot

2

 
  

  
  
 

 

= 
cot cot cot 3 cot cot 1

2 2 2

cot cot
2

     
       

   


 

 

= 

2cot cot cot 3 cot cot 3
2 2 2

cot cot
2

  
    


 

 

 

 
 พิจารณานิพจน์ที่ก าหนดให้ จะได้ว่า 
   a sin  cos  +  cos  sin  = b sin  cos  + cos  sin   
   a sin  cos  + a cos  sin  = b sin  cos  + b cos  sin   
   a sin  cos  - b sin  cos = b cos  sin  - a cos  sin   
    sin a cos  - b cos  = cos b sin  - a sin  

       
cos

sin




 = 

a cos b cos

b sin a sin

  

  
 

       cot  = 
a cos b cos

b sin a sin

  

  
  Q.E.D 

 
 
 
 
 
 
 



 
 ในกรณีก ากวม จงแสดงว่าเส้นรอบรูปวงกลมที่รูปสามเหลี่ยมนั้นไปแนบในทั้งสองนั้นเท่ากัน 
 นิยาม กรณีก ากวม 
The ambiguous case in trigonometry calls for the solution of triangles when given two sides and a non-included 

angle. There can be two possible triangles with the given measures. 
 
  จากรูป จะได้กฏของไซน์ ดังนี้ 

  
sin A

a
  = 

sinB

b
 = 

sin C

c
 

  จะได้ sin B = 
b sin A

a
 

   
 
 
http://mathworld.wolfram.com/Circumcircle.html 
http://www.geocities.com/lilvballbabe23/ambiguous.htm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c

ab

A B

C

http://mathworld.wolfram.com/Circumcircle.html
http://www.geocities.com/lilvballbabe23/ambiguous.htm


 
 พิจารณานิพจน์ทางขวามือ  
  = sin A(2cos 2A – 1)tan (60 + A)tan (60 - A) 

  = sin A2(1 – 2sin2 A) – 1
tan60 tan A

1 tan60 tan A

 
 
 

tan60 tan A

1 tan60 tan A

 
 
 

 

  = sin A1 – 4sin2 A
 

2 2

2

tan 60 tan A

1 tan60 tan A

 
 

 
 

 

  = sin A1 – 4sin2 A 
2

2

3 tan A

1 3 tan A

 
 
 

 

  = sin A1 – 4sin2 A 

2

2

2

2

sin A
3

cos A
3 sin A

1
cos A

 
 

 
 
  

  = sin A1 – 4sin2 A 

2 2

2

2 2

2

3 cos A sin A

cos A
cos A 3 sin A

cos A

 
 
 

 
  

  

  = sin A1 – 4sin2 A 
2 2

2 2

3 cos A sin A

cos A 3 sin A

 
 

 
 = sin A1 – 4sin2 A 

 2 2

2 2

3 1 sin A sin A

1 sin A 3 sin A

  
 

   

 

  = sin A1 – 4sin2 A 
2

2

3 4 sin A

1 4 sin A

 
 
 

 

  = sin A(3 – 4 sin2 A) 
  = 3sin A – 4 sin3 A  = นิพจน์ทางด้านขวามือ   Q.E.D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
  พิจารณา cos  + cos  + cos  + 1 
  จากที่ก าหนดให้   +  +  = 2 
   จะได้   +   = 2 -  
 

  = 2 cos cos
2 2

     
 + cos  + 1 

  = 
2

2 cos cos
2 2

     
 + cos  + 1 

  = 2 cos cos
2 2

    
  
 

 + cos  + 1 

 
 
 

 
 ในรูปวงกลมและรูปแปดเหลี่ยมด้านเท่าท่ีมีความยาวเท่ากัน จงเปรียบเทียบพ้ืนที่ 
 สมมติให้ ความยาวเส้นรอบวงกลม และความยาวรูปแปดเหลี่ยมด้านเท่า = c 
  หาเส้นรอบวงได้จาก c = 2r โดยที่รัศมีเท่ากับ r 

    จะได้ r = 
C

2
 

  พ้ืนที่รูปวงกลม จะได้ area = 
2

C

2

 
 
 

 = 
2C

2
 

  สูตรพ้ืนที่ n เหลี่ยมด้านเท่า 

         

  สมมติให้แต่ละด้านยาวเท่ากับ 
c

8
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
พิจารณานิพจน์ทางด้านซ้ายมือ 

 = 
A B A B

tan tan
2 2

 
  

 = 
A B A B

tan tan
2 2 2 2

   
     

   
 

 = 

A B A B
tan tan tan tan

2 2 2 2
A B A B

1 tan tan 1 tan tan
2 2 2 2

 


 

 

 = 

A B A B A B A B
tan tan 1 tan tan tan tan 1 tan tan

2 2 2 2 2 2 2 2

A B A B
1 tan tan 1 tan tan

2 2 2 2

       
          

       

   
    

   

 

 = 

2 2 2 2

2

A A B B A B A A B B A B
tan tan tan tan tan tan tan tan tan tan tan tan

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

A B
1 tan tan

2 2

   
         

   

 
  
 

 

 = 

2 2

2

A B B A B B
tan tan tan tan tan tan

2 2 2 2 2 2

A B
1 tan tan

2 2

  

 
  
 

  = 

2

2

A B B
2 tan tan 2 tan

2 2 2

A B
1 tan tan

2 2



 
  
 

   

= 

2

2

B A
2 tan tan 1

2 2

A B
1 tan tan

2 2

 
 

 

 
  
 

 = 
2

B 1 cos A
2 tan 1

2 1 cos A

1 cos A 1 cos B
1

1 cos A 1 cos B

 
 

 

     
           

 

= 
       

   

B 1 cos A 1 cos A
2 tan

2 1 cos A

1 cos A 1 cos B 1 cos A 1 cos B

1 cos A 1 cos B

   
 

 

    

 

 

= 
   

 

B
4 tan

2
1 cos A cos B cos A cos B 1 cos A cos B cos A cos B

1 cos B

      



 

 



= 

 

B
4 tan

2
1 cos A cos B cos A cos B 1 cos A cos B cos A cos B

1 cos B

      



 

= 

 

1 cos B
4

1 cos B
2 cos A 2 cos B

1 cos B








 = 
 1 cos B1 cos B

4
1 cos B 2 cos A 2 cos B




 
 

= 
   4 1 cos B 1 cos B

2 cos A 2 cos B

 


  = 

24 1 cos B

2 cos A 2 cos B




 

= 
24 sin B

2 cos A 2 cos B
   = 

 
4 sinB

2 cos A cos B
 

= 
2 sinB

cos A cos B
  = นิพจน์ทางขวามือ  Q.E.D 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 จากกฏของโคไซน์ 
  a2 = b2 + c2 – 2bc cos 30 

  a2 =  
2

3 1 + 4 –  2 3 3 1  

  a2 = (3 + 2 3  + 1) + 4 – (6 2 3 ) 

  a2 = 3 + 2 3  + 1 + 4 – 6 2 3  
  a2 = 3 + 1 + 4 – 6 = 2 

  a  = 2  
 หา B จากกฏของไซน์ 

  
sin A

a
 = 

sinB

b
   

sin 30

2
 = 

sinB

3 1
 

      

1

2
2
 = 

sinB

3 1
 

      
1

2 2
 = 

sinB

3 1
 

      Sin B = 
3 1

2 2


 

          B = 75 องศา (จากที่เคยทราบกันมา) 
 จากสมบัติที่ว่ารูปสามเหลี่ยมต้องมีมุมเท่ากับ 18: องศา จะได้มุม C 
  180 – 75 – 30  = 75 องศา เช่นเดียวกัน 
  
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C

3+1

2

30

A
B



 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 

 = 
 sin A B C

cos A cos B cos C

 
   = 

 sin A B C

cos A cos B cos C

     

 = 
   sin A B cos C cos A B sin C

cos A cos B cos C

  
 

 = 
cos C sin A cos B cos A sinB sin C cos A cos B sin A sinB

cos A cos B cos C

          

 = 
cos C sin A cos B cos C cos A sinB sin C cos A cos B sin C sin A sinB

cos A cos B cos C

  
 

 = 
cos C sin A cos B cos C cos A sinB sin C cos A cos B sin C sin A sinB

cos A cos B cos C cos A cos B cos C cos A cos B cos C cos A cos B cos C
    

 
 = tanA tanB tanC tanA tanB tanC     = นิพจน์ทางขวามือ Q.E.D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
พิจารณานิพจน์ทางชวามือ 

 = 
C A B

4 sin sin 45 sin 45
2 2 2

   
    

   
 

 = 
C A B

2 2 sin sin 45 sin 45
2 2 2

    
     

    
 

 = 
C A C A B

2 cos 45 cos 45 sin 45
2 2 2 2 2

      
           

      
 

 = 
C A C A B

2 cos 45 cos 45 sin 45
2 2 2 2 2

      
           

      
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 = 
C A A B B

4 sin sin 45 cos cos 45 sin sin 45 cos cos 45 sin
2 2 2 2 2

   
    

   
 

 = 
C A A B B

4 sin sin 45 cos cos 45 sin sin 45 cos cos 45 sin
2 2 2 2 2

   
    

   
 

 = 
C 2 A 2 A 2 B 2 B

4 sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2 2 2 2 2

   
        

      

 

 = 
2 2 C A A B B

4 sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2 2 2

   
      

   
 

 = 
C A A B B

2 sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2

   
    

   
 



 = 
1 cos C 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

2
2 2 2 2 2

       
    

      

 

 =
1 cos C 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

2
2 2 2

         
   
      

 

 = 
1 cos C

1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B
2

         
   

 

 = 

   1 cos C 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B
1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

2 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

         
          

           

 

 = 1 cos C 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

2 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

         
   

        
 

 = 1 cos C 2 cos A 2 cos B

2 1 cos A 1 cos A 1 cos B 1 cos B

    
   

        
 

 
 

 
201.1 พิจารณานิพจน์ทางขวามือ จะได้ 

  =  
 

  
 

A
cot A csc A tan 45

2
 

  = 


 
 

  

A
tan 45 tancos A 1 2

Asin A sin A 1 tan 45 tan
2

  = 


 
 
  

A
1 tancos A 1 2

Asin A 1 tan
2

   

  = 

 
   

   
    

 

A A
1 tan 1 tancos A 1 2 2

A Asin A 1 tan 1 tan
2 2

 = 

 
    

 
  

2

2

A
1 tan

cos A 1 2
Asin A 1 tan
2

 

  = 


 
       

 

2 A A
sec 2 tancos A 1 2 2

1 cos Asin A
1

1 cos A

  = 



 
     



A
2 sin1 2

A A
cos coscos A 1 2 2

1 cos A 1 cos Asin A

1 cos A

 

 



  = 



 
 
 



A
1 2 sin

2
A

coscos A 1 2
2 cos Asin A

1 cos A

   = 


  
 

 

A
1 2 sincos A 1 1 cos A2

Asin A 2 cos Acos
2

 

  = 
  



2
A

1 2 sincos A 1 2
A2 sin A cos A cos
2

   = 
 









2
1 cos A

1 2cos A 1 2
2 sin A cos A 1 cos A

2

 

  = 
 









2
1 cos A

1 2cos A 1 2
2 sin A cos A 1 cos A

2

 

 

 
201.2 พิจารณานิพจน์ทางขวามือ จะได ้
 = (1 – 2sin2 A) + (1 – 2sin2 B) - 4sin 45cos A – cos 45sin Asin 45cos A – cos 45sin A 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
  ก าหนดให้มุม C = 60 องศา จะได้ว่า A + B = 120 องศา 
  จะได้มุม A = 120 – B  และ B = 120 - A 

  จากกฏของโคไซน์  
sin A sinB sin C

a b c
 จะได้ว่า 

    
    

 
sin 120 B sin 120 A 3

a b 2c
 

  หาความยาวด้าน a โดยจับคู่ 1 และ 3 จะได้  a = 
 2c sin 120 B

3
 

  หาความยาวด้าน b โดยจับคู่ 2 และ 3 จะได้ b = 
 2c sin 120 A

3
 

  หาความยาวด้าน c โดยจับคู่ 2 และ 3 จะได้  c = 
 

b 3

2 sin 120 A
 

  แทนค่าในนิพจน์ทางด้านซ้าย จะได้ว่า 

   = 
 

 
 

 


 

 
 

1 1

2c sin 120 B 2c sin 120 Ab 3 b 3

2 sin 120 A 2 sin 120 A3 3

 

   = 
   

 

   

 


      

   

1 1

2c sin 120 B 2 sin 120 A 3b 2c sin 120 A 2 sin 120 A 3b

3 2 sin 120 A 3 2 sin 120 A

 

   = 
 

   
 

   

   


      

3 2 sin 120 A 3 2 sin 120 A

2c sin 120 B 2 sin 120 A 3b 2c sin 120 A 2 sin 120 A 3b
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 
 พิจารณานิพจน์ทีก าหนดให้ 

sin x sin

cos 1 x cos

 


  
  , 

sin y sin

cos 1 y cos

 


  
 

พิจารณากลุ่มนิพจน์ทางขวา 

 
 sin 1 y cos

cos
y sin

  
 


 

แทนค่าลงในนิพจน์กลุ่มซ้าย 

   
 

sin x sin

cos sin 1 y cos
1 x

y sin

 


    
  

 

 

   
 

sin x cos

sin sin 1 y cos
1 x

y sin

 


    
  

 

 

   
 

sin x cos

y sin x sin 1 y cossin

y sin

 


    



 

   
 

sin x cos y sin

sin y sin x sin 1 y cos

   


     
 

   
sin x cos y sin

sin y sin x sin yx sin cos

   


      
 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ข้อ 248 
 

 
 
 

 
 

  
1 1 3

arcsin arcsin arcsin
3 3 11 11
   = 

2


 

 Take sin ทั้งสองข้าง 

  
1 1 3

sin arcsin arcsin arcsin
3 3 11 11

 
  

 
 = sin

2


 

  
1 1 3

sin arcsin arcsin arcsin
3 3 11 11

 
  

 
 = 1  ซึ่งสมมูลกับข้อความแรก 

 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 

  = 
1 1 3

sin arcsin arcsin arcsin
3 3 11 11

 
  

 
  

 
 
 
 
 
 
 



 
 พิจารณานิพจน์ทางซ้ายมือ 

  = 
A 5A

32 sin sin
2 2

 = 
1 cos A A

32 sin 2A
2 2

  
 

 
 

     = 

3
1

A A432 sin2A cos cos 2A sin
2 2 2


 

 
 

 

     =  21 1 cos A 1 cos A
32 2 sin A cos A 2 cos A 1

8 2 2

  
   

 

 

     = 

2
3 3

1 1
1 3 34 432 2 sin A 2 1
8 4 2 4 2

 
    

             
 

 

     = 
1 7 3 7 18 1

32 2 1
8 4 4 8 16 8

  
         

 

     = 
1 7 3 7 2 1

32 2
4 4 162 2 2 2 2 2

 
     

 

 

     = 
1 21 1

32
2 2 16 2 16 2

 
 

 
 

     = 
1 22

32
2 2 16 2

 
 
 

  = 
22

2
  = 11 = นิพจน์ทางขวา QED 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B

4

3

7

A C



 

  
sin A sinB

a b
  

  
sin A sinB

2 2 2



 

  
2 sinB

sin A
2 2




 

  
sin A sin C

a c
  

  

2 sinB 45
sin

2 2 2
c2


   

2 sinB 1 2

2 2

c2




  

 
 

 
 จากที่ก าหนดว่า cos A = tan B,   cos B = tan C,  cos C = tan A 

 จะได้ว่า  cos A = 
sinB

cos B
  cos B = 

sin C

cos C
  cos C = 

sin A

cos A
 

   sin A = cos A cos B sin C = cos B cos C sin A = cos A cos C 
 น า sin A / sin C 

   
sin A cos A cos B

sin C cos B cos C
   จะได้ 

sin A cos A

sin C cos C
 ; 

sin A sin C

cos A cos C
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C
22.5

2+ 2

2

A
B



 
 พิจารณานิพจน์ทางด้านซ้าย 

= cos2 S + [cos S cos A + sin S sin A]2 + [cos S cos B + sin S sin B]2+ [cos S cos C + sin S sin C]2 
= cos2 S + [cos2S cos2A + 2cos S cos A sin S sin A + sin2 S sin2 A] +  

[cos2S cos2B + 2cos S cos B sin S sin B + sin2 S sin2 B] +  
[cos2S cos2C + 2cos S cos C sin S sin C + sin2 S sin2 C] 

= (cos2 S + cos2S cos2A + cos2S cos2B + cos2S cos2C) +  
(2cos S cos A sin S sin A + 2cos S cos B sin S sin B + 2cos S cos C sin S sin C) +  
 (sin2 S sin2 A + sin2 S sin2 B + sin2 S sin2 C) 

 = cos2 S[1 + cos2A + cos2B + cos2C] + 2cos S sin S[cos A sin A + cos B sin B + cos C sin C] +  
   sin2S[sin2 A + sin2 B + sin2 C] 
 =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 จากเงื่อนไขท่ีก าหนดไว้  2S  = A + B + C 

   จะได้  S = 
A B C

2

 
 

 แทนค่าในนิพจน์ทางซ้าย จะได้ 

 = 2 2 2 2A B C A B C A B C A B C
cos cos A cos B cos C

2 2 2 2

              
            

       
 

 = 2 2 2 2A B C A B C A B C A B C
cos cos cos cos

2 2 2 2

               
         

       
 

 = 2 2 2 2A B C A B C A B C A B C
cos cos cos cos

2 2 2 2

               
         

       
 


