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ïììĊę �

ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ
	.VMUJQMF JOUFHSBMT BOE BQQMJDBUJPOT 


��� ðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖĒúąóĉÖĆéđßĉÜ×ĆĚü 	%PVCMF
JOUFHSBMT JO SFDUBOHVMBS BOE QPMBS DPPSEJOBUFT


óĉÝćøèćôŦÜÖŤßĆî×ĂÜÿĂÜêĆüĒðø f(x, y) ìĊęîĉ÷ćöđĀîČĂïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć

R = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

øĎðìĊę ���� Öøćô×ĂÜôŦÜÖŤßĆîÿĂÜêĆüĒðøìĊęöĊēéđöîđðŨîÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć

ÿööêĉüŠć f(x, y) ≥ 0 ĔĀš S đðŨîìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšćîïîéšü÷óČĚîñĉü z = f(x, y) ĒúąĂ÷ĎŠđĀîČĂïøĉđüè

R îĆęîÙČĂ

S = {(x, y, z) ∈ R3/0 ≤ z ≤ f(x, y), (x, y) ∈ R}

��



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

đøćÝąìĈÖćøĀćðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆî S ēé÷đøĉęöêšîÝćÖÖćøĒïŠÜïøĉđüè R ĂĂÖđðŨîïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć

đúĘÖė Rij àċęÜĕéšÝćÖÖćøĒïŠÜßŠüÜðŗé [a, b] ĂĂÖđðŨî m ßŠüÜĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ %x =
b− a

m
ĒúąĒïŠÜßŠüÜ

ðŗé [c, d] ĂĂÖđðŨî n ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ %y =
d− c

n
ÝćÖÖćøĒïŠÜïøĉđüè R éĆÜ×šćÜêšî ÝąĕéšüŠćïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćđúĘÖė Rij ĒêŠúąßĉĚîöĊóČĚîìĊęđðŨî %A =

%x%y

ĔĀš (x∗ij , y∗ij) đðŨîÝčéïîïøĉđüè Rij ĔĀš Sij đðŨîĒìŠÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć đĀîČĂïøĉđüè Rij ìĊęöĊÙüćöÿĎÜ

f(x∗ij , y
∗
ij) ÝąĕéšüŠć Sij öĊðøĉöćêøđðŨî

Vij = f(x∗ij , y
∗
ij)%A

øĎðìĊę ���� ÖćøÿøšćÜĒìŠÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćđĀîČĂïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷ö÷ŠĂ÷

ÝąđĀĘîüŠćëšćĔĀš V Ēìîðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆî S đøćÿćöćøëðøąöćèÙŠć×ĂÜ V ĕéšēé÷

V ≈
m∑

i=1

n∑

j=1

Vij =
m∑

i=1

n∑

j=1

f(x∗ij , y
∗
ij)%A

ÖćøðøąöćèÙŠć×ĂÜ V ×šćÜêšîÝąĔÖúšđÙĊ÷ÜÙŠćÝøĉÜöćÖ×ċĚîĀćÖđøćđúČĂÖ m Ēúą n ĔĀšöĊÙŠćöćÖ×ċĚîéšü÷ éĆÜ

îĆĚî

V = lim
m,n→∞

m∑

i=1

n∑

j=1

f(x∗ij , y
∗
ij)%A

ïìîĉ÷ćö ������ ĔĀš f(x, y) đðŨîôŦÜÖŤßĆîìĊęîĉ÷ćöđĀîČĂïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć R ðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî×ĂÜ f

đĀîČĂïøĉđüè R ÖĈĀîéēé÷
∫∫

R

f(x, y)dA = lim
m,n→∞

m∑

i=1

n∑

j=1

f(x∗ij , y
∗
ij)%A

ÝćÖîĉ÷ćö ����� đøćÝąĕéšüŠć ðøĉöćêø V ×ĂÜìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšćîïîéšü÷óČĚîñĉü z = f(x, y) ĒúąĂ÷ĎŠ

đĀîČĂïøĉđüè R ĀćĕéšÝćÖ

V =

∫∫

R

f(x, y)dA



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

øĎðìĊę ���� ðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîìĊęđÖĉéÝćÖñúøüöðøĉöćêøĒìŠÜÿĊęđĀúĊę÷öđúĘÖė n ĒìŠÜêŠćÜė ÖĆî

ÿöïĆêĉ×ĂÜðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî

��
∫∫

R

(f(x, y)± g(x, y)) dA =

∫∫

R

f(x, y)dA±
∫∫

R

g(x, y)dA

��
∫∫

R

cf(x, y)dA = c

∫∫

R

f(x, y)dA

ÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî 	*UFSBUFE *OUFHSBMT


ĔĀš f đðŨîôŦÜÖŤßĆîêŠĂđîČęĂÜ×ĂÜÿĂÜêĆüĒðø đĀîČĂïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć R = [a, b]×[c, d] đøćĔĀšÿĆâúĆÖþèŤ∫ d

c
f(x, y)dy ĒìîÖćøĀćðøĉóĆîíŤôŦÜÖŤßĆî f đìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø y êĆĚÜĒêŠ y = c ëċÜ y = d ēé÷ĔĀšêĆüĒðø

x ÙÜìĊę đøĊ÷ÖÖćøéĆÜÖúŠćüüŠć ÖćøĀćðøĉóĆîíŤ÷ŠĂ÷ 	QBSUJBM JOUFHSBUJPO


ĔĀš

A(x) =

∫ d

c
f(x, y)dy

đøćÝąĕéšüŠć ∫ b

a
A(x) =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx

îĆęîÙČĂ
∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx Āöć÷ëċÜÖćøĀćðøĉóĆîíŤ×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f đìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø y êĆĚÜĒêŠ y = c ëċÜ

y = d ēé÷ĔĀšêĆüĒðø x ÙÜìĊęÖŠĂî ÝćÖîĆĚîÝċÜĀćðøĉóĆîíŤ×ĂÜôŦÜÖŤßĆîìĊęĕéšđìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø x êĆĚÜĒêŠ x = a

ëċÜ x = b ĔîìĈîĂÜđéĊ÷üÖĆî
∫ d

c

∫ b

a
f(x, y)dydx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dy

)
dx

Āöć÷ëċÜÖćøĀćðøĉóĆîíŤ×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f đìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø x êĆĚÜĒêŠ x = a ëċÜ x = b ēé÷ĔĀšêĆüĒðø y ÙÜìĊę

ÖŠĂî ÝćÖîĆĚîÝċÜĀćðøĉóĆîíŤ×ĂÜôŦÜÖŤßĆîìĊęĕéšđìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø y êĆĚÜĒêŠ y = c ëċÜ y = d



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚîêŠĂĕðîĊĚ

	�

∫ 2

−1

∫ π/2

0
x sin ydydx

	�

∫ 1

0

∫ 1

0

1 + x2

1 + y2
dxdy

	�

∫ 1

0

∫ 1

0

y

1 + xy
dxdy
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

ìùþãĊïì ����� 	'VCJOJ�T 5IFPSFN
� ĔĀš f đðŨîôŦÜÖŤßĆîêŠĂđîČęĂÜ×ĂÜÿĂÜêĆüĒðø đĀîČĂïøĉđüèÿĊęđĀúĊę÷ö
ñČîñšć R = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} Ēúšü

∫∫

R

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y)dxdy

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî
∫ 1

0

∫ 1

0

y

1 + xy
dydx

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî
∫∫

R

xyex
2ydA đöČęĂ R = [0, 1]× [0, 2]

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷óČĚîñĉüóćøćēïúĂ÷éŤ x2 + 2y2 + z = 16

øąîćï x = 2 Ēúąøąîćï y = 2 ĒúąøąîćïóĉÖĆéìĆĚÜÿćö

--
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"'dA=§§xye%dydx= dy

③ fxye%×
= ! !'ze"

'H' dy
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

ðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚîđĀîČĂïøĉđüèìĊęĕöŠđðŨîÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć

ĔĀš f(x, y) đðŨîôŦÜÖŤßĆî×ĂÜÿĂÜêĆüĒðøìĊęîĉ÷ćöđĀîČĂïøĉđüè R ìĊęĕöŠđðŨîÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć

đøćÿćöćøëĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y) đĀîČĂïøĉđüè R

∫∫

R

f(x, y)dA ĕéšēé÷ÖćøÝĈĒîÖ

ïøĉđüè R ĂĂÖđðŨî � ßîĉééĆÜêŠĂĕðîĊĚ

ïøĉđüèßîĉéìĊę � 	UZQF * SFHJPOT


øĎðìĊę ���� ïøĉđüèßîĉéìĊę �

ïøĉđüèßîĉéîĊĚÙČĂïøĉđüèìĊęðŗéúšĂöéšćîïîéšü÷đÿšîēÙšÜ y = g2(x) ðŗéúšĂöéšćîúŠćÜéšü÷đÿšîēÙšÜ y = g1(x)

ēé÷ìĊę g1(x) ≤ g2(x) ĒúąðŗéúšĂöéšćî×šćÜéšü÷đÿšîêøÜ x = a Ēúą x = b îĆęîÙČĂ R = {(x, y)/a ≤

x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)} éĆÜøĎðìĊę ���

ðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y) đĀîČĂïøĉđüèßîĉéìĊę � ĀćÙŠćĕéšéĆÜîĊĚ

∫∫

R

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y)dydx

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫

R

(4xy− y3)dA đöČęĂ R ÙČĂïøĉđüèìĊęðŗéúšĂöéšü÷đÿšîēÙšÜ y =
√
x Ēúą

y = x3

b GzCx)

§{fcx ,b) DA =/ ffcx, y)dy dx
a g,Cx)

=

=

t
•

I -
p a

§C4xy - y3)DA -

µ
.

- "s -y 's dydx

-

'

fans
'
- Ia']i dx

= § x. x - EI ) - fix. x. - II) ]dx
= IFI- 2x't Jdx
-

- HI -⇒ Eat :
-

- LE - z -⇒
= Ej + Iz
= Eat 's #



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîìĊęðŗééšćîïîéšü÷óČĚîñĉü z = 16xy+200 ĒúąĂ÷ĎŠđĀîČĂïøĉđüè
R ïîøąîćï XY ìĊęðŗéúšĂöéšü÷đÿšîēÙšÜóćøćēïúć y = x2 Ēúą y = 8− x2

ïøĉđüèßîĉéìĊę � 	UZQF ** SFHJPOT


øĎðìĊę ���� ïøĉđüèßîĉéìĊę �

ïøĉđüèßîĉéîĊĚÙČĂïøĉđüèìĊęðŗéúšĂöéšćî×šćÜéšü÷đÿšîēÙšÜ x = h1(y) ĒúąđÿšîēÙšÜ x = h2(y) ēé÷ìĊę

h1(y) ≤ h2(y) ĒúąðŗéúšĂöéšćîúŠćÜĒúąéšćîïîéšü÷đÿšîêøÜ y = c Ēúą y = d êćöúĈéĆï îĆęîÙČĂ

R = {(x, y)/h1(y) ≤ x ≤ h2(y), c ≤ y ≤ d} éĆÜøĎðìĊę ���

ðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y) đĀîČĂïøĉđüèßîĉéìĊę � ĀćÙŠćĕéšéĆÜîĊĚ

∫∫

R

f(x, y)dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y)dxdy

if i
\

,

2 8-XZ

✓ = § fix,y ) DA = {fdbxy -120074A = f fclbxytzoo)d¥dX
-2×2

d hzly)

fpffcxilldA = f Jfk,y) dxdyc hyly)

0

a

F- -



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫

R

(6x2 − 40y)dA đöČęĂ R ÙČĂÿćöđĀúĊę÷öïîøąîćï XY ìĊęöĊÝčé÷ĂéĂ÷ĎŠ

ìĊęÝčé (0, 3), (1, 1) Ēúą (5, 3)

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜĀćðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîìĊęðŗééšćîïîéšü÷óČĚîñĉü z = 16 − x2 − y2 ĒúąĂ÷ĎŠđĀîČĂ
ïøĉđüè R ïîøąîćï XY ìĊęðŗéúšĂöéšü÷đÿšîēÙšÜ y = 2

√
x ĒúąđÿšîêøÜ y = 4x− 2

3 ay-I

§{ tox-4oy)dA=f 16×2-409 )dxdy
I 3-1

Z

(0,3) (5,3)
;

y-3=71×-0'#Ez ex-51
y-3= -2x

y = -2×+3 y-3=121×-5 )
# Csis zy -6=x-5

-211=4-3 zy = x -11

2X =3 -y I
X = X=2y- I


