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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćóČĚîìĊę×ĂÜïøĉđüèìĊęðŗéúšĂöéšü÷đÿšîēÙšÜđúöîĉÿđÙê r2 = 4 cos 2θ

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćóČĚîìĊę×ĂÜïøĉđüè R ïîøąîćï ìĊęðŗéúšĂöéšü÷üÜÖúö x2 + y2 = 4 đÿšîêøÜ y = 1

ĒúąđÿšîêøÜ y =
√
3x

��� ðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ óĉÖĆéìøÜÖøąïĂÖĒúąóĉÖĆéìøÜÖúö
	5SJQMF JOUFHSBMT JO SFDUBOHVMBS DZMJOESJDBM BOE TQIFSJDBM
DPPSEJOBUFT


ðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ

đøćÝąđøĉęöÝćÖÖćøóĉÝćøèćÖøèĊìĊęÜŠć÷ìĊęÿčé ĔĀš f đðŨîôŦÜÖŤßĆî×ĂÜÿćöêĆüĒðø x, y, z ìĊęîĉ÷ćöïîÖúŠĂÜ

ÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć B ìĊęÖĈĀîéēé÷

B = {(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, p ≤ z ≤ q}

éĆÜøĎð



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

øĎðìĊę ���� ÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖÿćööĉêĉ

đøćÝąĒïŠÜ B ĂĂÖđðŨîÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćđúĘÖė ìĊęöĊ×îćéđìŠćÖĆî ēé÷đøĉęöÝćÖÖćøĒïŠÜßŠüÜðŗé [a, b]

ĂĂÖđðŨî l ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ #x =
b− a

l
ĒïŠÜßŠüÜðŗé [c, d] ĂĂÖđðŨî m ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ

#y =
d− c

m
ĒúąĒïŠÜßŠüÜðŗé [p, q] ĂĂÖđðŨî n ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ #z =

q − p

n
éĆÜîĆĚîđøćÝąĕéšÖúŠĂÜ

ÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćđúĘÖìĊęöĊ×îćéđìŠćÖĆîìĆĚÜĀöé lmn ÖúŠĂÜ ĒêŠúąÖúŠĂÜöĊðøĉöćêøđðŨî #V = #x#y#z

ÿøšćÜñúïüÖøĊöĆîîŤ 	3JFNBOO TVN
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f(x∗ijk, y
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đöČęĂ (x∗ijk, y
∗
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∗
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×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f đĀîČĂÖúŠĂÜ B éĆÜîĊĚ

∫∫∫

B

f(x, y, z)dV = lim
l,m,n→∞

l∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

f(x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk)#V
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� ĔĀš f đðŨîôŦÜÖŤßĆî×ĂÜÿćöêĆüĒðø x, y, z ìĊęîĉ÷ćöïîÖúŠĂÜ
ÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšć B = [a, b]× [c, d]× [r, s] Ēúšü

∫∫∫

B

f(x, y, z)dV =

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y, z)dxdydz

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫∫

B

xyz2dV đöČęĂ B ÙČĂÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćìĊę ÖĈĀîéēé÷ B =

{(x, y, z)/0 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3}
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

×šĂÿĆÜđÖê ÖćøĀćðøĉóĆîíŤĔîúĈéĆïÖćøĂĉîìĉđÖøêĂČęîė ÝąĔĀšÙŠćìĊęđìŠćÖĆî

êŠĂĕðđøćÝąóĉÝćøèćÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆîðŗé E Ĕéė ēé÷đøćÝą

ĒïŠÜÖćøóĉÝćøèćĂĂÖđðŨîÖøèĊêŠćÜė êćößîĉé×ĂÜìøÜêĆîéĆÜîĊĚ

ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę � 	UZQF * TPMJE


ĔĀš E đðŨîìøÜêĆîðŗéìĊęÖĈĀîéēé÷

E = {(x, y, z)/u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y), (x, y) ∈ R}

đöČęĂ R ÙČĂïøĉđüèìĊęđÖĉéÝćÖÖćøēðøđÝÙßĆî E úÜïîøąîćï XY øĎðêŠĂĕðîĊĚĒÿéÜêĆüĂ÷ŠćÜ×ĂÜìøÜêĆîðŗé

ßîĉéìĊę �

øĎðìĊę ���� ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę �

ÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆî E ÿćöćøëìĈĕéšēé÷

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫∫

R

(∫ u2(x,y)

u1(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dA

ÖćøĀćðøĉóĆîíŤĔîüÜđúĘïÿćöćøëìĈĕéšēé÷ÖćøĀćðøĉóĆîíŤđìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø z ēé÷ĔĀšêĆüĒðø x Ēúą y đðŨî

êĆüÙÜÙŠć ñúìĊęĕéšÝąđðŨîôŦÜÖŤßĆî×ĂÜ x Ēúą y ÝćÖîĆĚîÝċÜîĈĕðĀćðøĉóĆîíŤÿĂÜßĆĚîđĀîČĂïøĉđüè R àċęÜĂćÝ

đðŨîïøĉđüèßîĉéìĊę � ĀøČĂ � ÖĘĕéšêćöìĊęĕéšýċÖþćöćÖŠĂîĀîšćîĊĚĔîĀĆü×šĂÖŠĂîĀîšćîĊĚ

øĎðìĊę ����� ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę � ìĊęöĊ R đðŨîïøĉđüèßîĉéìĊę � 	àšć÷
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫∫

E

6xydV đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷øąîćï x = 0, y = 0, z =

0 Ēúą 2x+ y + z = 4 éĆÜøĎð

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷î
∫∫∫

E

x2eydV đöČęĂE ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷óČĚîñĉüđßĉÜìøÜÖąïĂÖ x2+y2 =

1 øąîćï z = −y Ēúąøąîćï z = 0 ĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ 	ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüè
ÙŠć


ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę � 	UZQF ** TPMJE


ĔĀš E đðŨîìøÜêĆîðŗéìĊęÖĈĀîéēé÷

E = {(x, y, z)/u1(y, z) ≤ x ≤ u2(y, z), (y, z) ∈ R}

đöČęĂ R ÙČĂïøĉđüèìĊęđÖĉéÝćÖÖćøēðøđÝÙßĆî E úÜïîøąîćï Y Z øĎð ���� ĒÿéÜêĆüĂ÷ŠćÜ×ĂÜìøÜêĆîðŗé
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

øĎðìĊę ����� ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę �

ÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆî E ÿćöćøëìĈĕéšēé÷

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫∫

R

(∫ u2(y,z)

u1(y,z)
f(x, y, z)dx

)
dA

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷î
∫∫∫

E

f(x, y, z)dV đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîĔîêĆüĂ÷ŠćÜ ����� ĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćö

ßĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ 	ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć
 ĒúąĔĀšĀćðøĉóĆîíŤđìĊ÷ïÖĆïêĆüĒðø x ÖŠĂî
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę � 	UZQF *** TPMJE


ĔĀš E đðŨîìøÜêĆîðŗéìĊęÖĈĀîéēé÷

E = {(x, y, z)/u1(x, z) ≤ y ≤ u2(x, z), (x, z) ∈ R}

đöČęĂ R ÙČĂïøĉđüèìĊęđÖĉéÝćÖÖćøēðøđÝÙßĆî E úÜïîøąîćï XZ øĎðìĊę ���� ĒÿéÜêĆüĂ÷ŠćÜ×ĂÜìøÜêĆîðŗé

ßîĉéìĊę �

øĎðìĊę ����� ìøÜêĆîðŗéßîĉéìĊę � <�>

ÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆî E ÿćöćøëìĈĕéšēé÷

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫∫

R

(∫ u2(x,z)

u1(x,z)
f(x, y, z)dy

)
dA

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷î
∫∫∫

E

√
x2 + z2dV ĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ ēé÷ĕöŠêšĂÜ

ÙĈîüèÙŠć đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷óćøćēïúĂ÷éŤ y = x2 + z2 Ēúą øąîćï y = 4 éĆÜøĎð
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷îðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ×ĂÜ f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆî E ìĊęÖĈĀîéĔĀš
éĆÜøĎð ĔîúĈéĆïÖćøĀćðøĉóĆîíŤ dydzdx Ēúą dzdydx ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
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E
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷îøĎðìøÜêĆîìĊęÿĂéÙúšĂÜÖĆïðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîìĊęÖĈĀîéĔĀš ĒúąÝÜđ×Ċ÷îðøĉóĆîíŤÿćö
ßĆĚî×ĂÜ f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆîìĊęđ×Ċ÷îĕéš ĔîúĈéĆïÖćøìĉđÖøêĂČęîė ìĊęđĀúČĂĂĊÖ � úĈéĆï
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∫ 1

0

∫ 1

√
x

∫ 1−y

0
f(x, y, z)dzdydx

	�

∫ 1

0

∫ 1−x2

0

∫ 1−x

0
f(x, y, z)dydzdx


