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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜĀćÙŠć×ĂÜ
∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

∫ 2

√
x2+y2

(x2 + y2)dzdydx

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜđ×Ċ÷î
∫∫∫

E

f(x, y, z)dV ĔîøĎððøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîóĉÖĆéìøÜÖøąïĂÖ ēé÷ĕöŠêšĂÜ

ÙĈîüèÙŠć đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗééšćîïîéšü÷øąîćï z = 4− y ĒúąĂ÷ĎŠõć÷ĔîìøÜÖøąïĂÖ x2+ y2 =

2y

ðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîóĉÖĆéìøÜÖúö

óĉÝćøèćìøÜêĆî E ìĊęĂíĉïć÷éšü÷óĉÖĆéìøÜÖúö

E = {(ρ, θ,φ)/a ≤ ρ ≤ b,α ≤ θ ≤ β, c ≤ φ ≤ d}

đöČęĂ a ≥ 0,β−α ≤ 2π Ēúą d− c ≤ π đøćÝąĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫∫

E

f(x, y, z)dV ēé÷đøĉęöÝćÖÖćøĒïŠÜßŠüÜ

ðŗé [a, b] ĂĂÖđðŨî l ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ%ρ =
b− a

l
ÝćÖîĆĚîĒïŠÜßŠüÜðŗé [α,β] ĂĂÖđðŨîm ßŠüÜ ĒêŠúą

ßŠüÜÖüšćÜ %θ =
β − α

m
Ēúąÿčéìšć÷ĒïŠÜßŠüÜðŗé [c, d] ĂĂÖđðŨî n ßŠüÜ ĒêŠúąßŠüÜÖüšćÜ %ρ =

d− c

n
ÝćÖÖćøĒïŠÜéĆÜÖúŠćüđøćÝąĕéšÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćĔîóĉÖĆéìøÜÖúö lmn ÖúŠĂÜ ēé÷ĒêŠúąÖúŠĂÜöĊðøĉöćêø



ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

đìŠćÖĆî ëšćĔĀš %Vijk Ēìîðøĉöćêø×ĂÜÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćÖúŠĂÜìĊę ijk ÝąĕéšüŠć

%Vijk = ρ2i sinφk%ρ%φ%θ

éĆÜøĎð

øĎðìĊę ����� ÖúŠĂÜÿĊęđĀúĊę÷öñČîñšćĔîóĉÖĆéìøÜÖúö

đøćîĉ÷ćö
∫∫∫

E

f(x, y, z)dV ĔîøĎð×ĂÜñúïüÖøĊöĆîîŤéĆÜîĊĚ

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV

= lim
l,m,n→∞

l∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

f(xijk, yijk, zijk)%Vijk

= lim
l,m,n→∞

l∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

f(ρi sinφk cos θj , ρi sinφk sin θj , ρi cosφk)ρ
2
i sinφk%ρ%φ%θ

éĆÜîĆĚîÖćøĀćðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z) đĀîČĂìøÜêĆî E ĔîóĉÖĆéìøÜÖúöÿćöćøëìĈĕéšéĆÜîĊĚ

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫ d

c

∫ β

α

∫ b

a
f(ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, ρ cosφ)ρ2 sinφdρdφdθ

⇒ )dV=p2sin¢dpd0dI
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êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜĔßšóĉÖĆéìøÜÖúöĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫∫

E

e(x
2+y2+z2)3/2dV đöČęĂ E đðŨîìøÜÖúöøĆýöĊ �

ĀîŠü÷

øĎðêŠĂĕðîĊĚĒÿéÜÖćøđÖĉéìøÜêĆîĔîêĆüĂ÷ŠćÜ ������

øĎðìĊę ����� ÖćøđÖĉéìøÜÖúöøĆýöĊ ρ0

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜĔßšóĉÖĆéìøÜÖúöĀćÙŠć×ĂÜ
∫∫∫

E

3dV đöČęĂ E đðŨîìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšćîúŠćÜéšü÷

Öøü÷ z =
√

x2 + y2 ĒúąðŗéúšĂöéšćîïîéšü÷ìøÜÖúö x2 + y2 + z2 = z éĆÜøĎð
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øĎðêŠĂĕðîĊĚĒÿéÜÖćøđÖĉéìøÜêĆîĔîêĆüĂ÷ŠćÜ ������

øĎðìĊę ����� ÖćøđÖĉéìøÜêĆîĔîêĆüĂ÷ŠćÜ ������

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÖĈĀîéðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîóĉÖĆéÞćÖ

I =

∫ 0

−3

∫ √
9−x2

−
√
9−x2

∫ 3+
√

9−x2−y2

√
x2+y2

f(x, y, z)dzdydx

ÝÜđ×Ċ÷îðøĉóĆîíŤîĊĚ ĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîóĉÖĆéìĊęÖĈĀîéĔĀšêŠĂĕðîĊĚ ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć
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ïììĊę �� ðøĉóĆîíŤĀúć÷ßĆĚîĒúąÖćøðøą÷čÖêŤ ��

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÝÜđúČĂÖĔßšóĉÖĆéìøÜÖøąïĂÖĀøČĂìøÜÖúö 	ìĊęđĀöćąÿö
 đóČęĂĀćÙŠćêŠĂĕðîĊĚ

��
∫∫∫

E

ezdV đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷óćøćēïúĂ÷éŤ z = 1 + x2 + y2 ìøÜÖøąïĂÖ

x2 + y2 = 5 Ēúąøąîćï XY

��
∫∫∫

E

x2dV đöČęĂE ÙČĂìøÜêĆîìĊęðŗéúšĂöéšü÷ÙøċęÜüÜÖúö y =
√
9− x2 − z2 Ēúą y =

√
16− x2 − y2

êĆüĂ÷ŠćÜ ������� ÖĈĀîéðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéìøÜÖúö

I =

∫ 2π

π

∫ π

0

∫ 3

0
ρ4 sinφdρdφdθ

ÝÜđ×Ċ÷îðøĉóĆîíŤîĊĚĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîóĉøąïïÖĆéìøÜÖøąïĂÖ ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć
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ĔîĀĆü×šĂîĊĚđøćÝąýċÖþćÖćøðøą÷čÖêŤ×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚî ÙČĂÖćøĀćðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîĔîÿćööĉêĉ

ĔĀš f(x, y, z) đðŨîôŦÜÖŤßĆîìĊęîĉ÷ćöïîìøÜêĆî E ÝćÖîĉ÷ćöñúïüÖøĊöĆîîŤ×ĂÜôŦÜÖŤßĆî f(x, y, z)

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV = lim
l,m,n→∞

l∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

f(x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk)%V

ëšć f ÙČĂôŦÜÖŤßĆîÙŠćÙÜìĊę f(x, y, z) = 1 ÝąĕéšüŠć

∫∫∫

E

f(x, y, z)dV =

∫∫∫

E

dV = lim
l,m,n→∞

l∑

i=1

m∑

j=1

n∑

k=1

%V = V

đöČęĂ V ÙČĂðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆî E îĆęîÙČĂ

V =

∫∫∫

E

dV

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜĔßšðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĀćðøĉöćêø×ĂÜ E đöČęĂ E ÙČĂìøÜêĆîéĆÜøĎð
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êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷îðøĉöćêø 	7
 ×ĂÜìøÜêĆî E ìĊęðŗéúšĂöéšü÷óČĚîñĉü z = x2 + 3y2 Ēúą z =

8− x2 − y2 	éĆÜøĎð
 ĔîøĎððøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéÞćÖ ēé÷ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć

êĆüĂ÷ŠćÜ ������ ÝÜđ×Ċ÷îðøĉöćêø×ĂÜìøÜêĆîêŠĂĕðîĊĚĔîøĎð×ĂÜðøĉóĆîíŤÿćößĆĚîĔîøąïïóĉÖĆéìøÜÖúö ēé÷
ĕöŠêšĂÜÙĈîüèÙŠć

	�
 ìøÜêĆî E ìĊęðŗéúšĂöéšćîïîéšü÷óČĚîñĉüìøÜÖúö x2 + y2 + z2 = 4 Ēúą×šćÜúŠćÜéšü÷óČĚîñĉüÖøü÷
z = 2−

√
x2 + y2 éĆÜøĎð

	�
 ìøÜêĆî E ìĊęðŗéúšĂöéšćîúŠćÜéšü÷ìøÜÖúö x2+ y2+ z2 = 1 éšćîïîéšü÷øąîćï z = 4 Ēúąéšćî
×šćÜéšü÷Öøü÷ z =

√
x2 + y2 éĆÜøĎð

2 FEET s-x'-y
'

v -- f f ft - dzdydx
- 2-FEET Etsy'

→ projection : 8-5-5=54342
2×2+492 = 8
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